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RASTAS A 


pov 


Theorem. 


Er F(x) еп hvilkensomhelst hel irreduktibel funktion i г med hele 
koefficienter og af r'te grad, hvor r > 2, da har ligningen 


q" F (2) — om A ИСМУ (1) 


hvor c er et vilkaarlig opgivet helt tal, kum et begrændset antal los- 
ninger i hele tal p og q. 


Er c forskjellig fra nul, saa har ligningen kun et begraendset antal 
heltallige løsninger, hvis ikke Fix) er en potents af en hel funktion af 
ferste eller anden grad med hele koefficienter. 


E 
Sætter man 


(x -— о)" = A^" a) Du — А (a) or + зо + A (a) O zn A") 


hvor m er et vilkaarligt helt positivt tal, medens Ё'(о) = 0, da kan man 
bestemme en saadan af bare koefficienterne i Fa) afhængig — og altsaa 
af m uafhængig — positiv størrelse f, at hver koefficient i hver af de hele 
funktioner A” i talværdi er mindre end 1”. 


Er nemlig 
р == о" | o +a10+ 0 en (2) 


saa faaes jo: 
(m— øy" = CAT — аА" — А") of 14 AY — 0,47 — AD OA + 
Es vo + (GA, — Api d === А") о — (GA E». a, А") 


Sættes paa lignende maade 


(2 — р)" = B? (001 + Boder? qe HARE Беа 


о(2—0)' =B ¡We +B wor? +: + Br-10) e + Br (0) 
no ope Bg I Ва) о... + Bi ро Bie ..-- 


r— —1 
pra — о"== В" (ae) gr Es po. (ac) or? Mee + BE, (a) o + B; (ac) 


Vid.-Selsk. Skrifter. I. M.-N. KJ. 1908, No. 7. 1 
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saa kan man paa samme vis bestemme en saadan med m ikke varierende 


positiv størrelse Т, at hver koefficient i hver af de hele funktioner B er 


mindre end 
п 


Ja 


Vi bemerker, at koefficienterne i alle funktionerne Б er hele tal, og 
at graden af hver funktion B ikke overstiger п. 


Sætter vi nu 


hvor hvert D er en hel funktion af æ, saa findes der ialt 
(2k == Tim Dr — M 


— med hensyn paa koefficienterne i funktionerne D — forskjellige funktioner 
U, hvori graden af hver af de hele funktioner D ikke overstiger т, medens 
hver koefficient і samme er et helt positivt eller negativt tal, som і tal- 
værdi ikke er større end det vilkaarlig valgte hele positive tal A. 

Af (8) og (4) faaes 


(8). (x — о)" Uta) = 
[D D, AB: DAS SSR Ug) GE 
+[BID, FB Dra Б... Bp Dot pe 
Mos HBD, + Bra Den + =) B= DU 
+ [B?D, ВІД +-.--+BoD] = 
= б, de" G, or-* +... Ga (00 + G, G0 
hvor: G= BD + BD S В ИЛ 


Hver funktion G(x) blir en hel funktion, hvis grad ikke overstiger 
п + m. Endvidere overstiger ingen koefficient i nogen af funktionerne G 
i talværdi det mindste af tallene 


r(m+ 1) КТ" eller r (n + 1) ЕТ" 
Lad os som greendse til ex. tage tallet 
r(nm+1)kT"=N 


Af bekvemmelighedshensyn kan vi gjerne forudsætte, at T" for alle 
hele n er irrational. 


Til hver af de M funktioner U svarer nu bestemte funktioner G. 


М 
\ 


SRM YA PN SAN ^ 44 


"- 

Р 
ях 

a 
4 
4 
A 


I908. No. Ae OM EN GENEREL I STORE HELE TAL ULØSBAR LIGNING. 5 


Er и et helt positivt tal, der ikke overstiger n + m, saa svarer der 
til de M funktioner U et tilsvarende antal lige eller forskjellige vaerdier 
af koefficienten foran x“ i en vilkaarlig opgiven af funktionerne 9, %...9 
п ех С. 


Alle disse M koefficienter falder nu mellem — N og М. 


7—2; 


Idet h er et vilkaarlig valgt helt positivt tal, vil vi tænke os inter- 


vallet mellem — N og М delt і л ligestore dele, hvis størrelse altsaa blev 


AN 
lig TTE 


I et af disse intervaller maa der da falde mindst A af de nævnte 


koefficienter. 
Af de M funktioner U Кап der følgelig udtages u, hvor u — x, saa- 
ledes at om E(æ) er differentsen mellem hvilkesomhelst to af disse u 


funktioner ”U, saa vil i ligningen 


(x — o)" Et) = Н, (0) or 4-....+ Ho) 


i > : : é 2 2N 
koefficienten foran x“ i Н, i talværdi være mindre end —. 


h 
Er nu videre x” et fra ovennævnte x“ forskjelligt potentsled i en 
vilkaarlig af funktionerne G4... G, », til ex. i G5, hvor В ikke behøver 
at være forskjellig fra а, saa svarer til de м udtryk U ligesaa mange lige 
eller forskjellige værdier af koefficienten foran nævnte led 2”. 


I et af ovennævnte Й intervaller maa der følgelig ligge mindst = eller 
mindst = af disse koefficienter. 
M 


h2? 
at om Ax) er differentsen mellem hvilkesomhelst to af disse udtryk, saa 


Af de w udtryk U kan der saaledes atter udtages mindst saaledes 


vil i ligningen 
(x — о)" Kø) = Ly (00 or +....+ Ly (0) 

: c в 2N 
koefficienten foran x i La i talværdi være mindre end t 

Ved successive at anvende samme fremgangsmaade paa alle de 
(m + п + 1) (r — 2) potentsled i funktionerne G4, @s,..., og 9-2, kom- 
mer man til felgende resultat: 

Idet 

М > htnt) (r—2) 


kan man af de M udtryk U udtage mindst 


М 
him-+n+1) (7—2) 
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saadanne, at om U, 9 og Us(®) er to af disse udtryk, medens 
(2-- о)" U (a) = С y 170,902 2 вима G4 з (x) о? + Gr (0) 0 + G} (a) 
(2-- о) Од — Gin 0 TG оа G2 $009? + 9210) o + бу GO 
da vil і ligningen 
(2 о)" [Vw - 00] = (x -e Re = 
= [91-9] or + [81-7] e"? +++ + [Qia] о? + [GG 1] о + [Gr Gr] 


= 0 or + 0,60 or? +....+ OQ, 300 о? + 6, 400 0 + C, (x) 


hver koefficient i hver af funktionerne C1, Ca, ...., og Су-з і talværdi 


угеге mindre end 


ex 
h 
Var nu her 
h>2N 
maatte folgelig alle de nævnte koefficienter, der jo ikke er brudne, være 
lig nul. 
Man fik da 


(x— 9g) "Rø = Оці o + C, (a) 
Er følgelig ved givet n tallene m, k og Å valgt slig, at 


e (m+1)r 
ar (n+ DET" < h «(2k туя ев 


eller har man et saa stort k, at 


(m+1)r 
G+) TNS E DTE (6) 


saaledes at der existerer et h af ovennævnte art, da faar man altsaa paa 
ovenstaaende maade en ligning: 


(ОЛЫК о ©) — Pw) = (x— о)" Rin GO 


= (x= о)" få o1 + fl pres SS a ОЕ. (æ)] 


hvor P(x) og Q6& er hele funktioner med hele koefficienter, som alle i 
talværdi er < 2r (n + D) k T", og hvis grad ikke overstiger п + m, medens 
funktionerne f er hele funktioner, hvis grad ikke er heiere end т, sam- 


tidig med at hver af sammes koefficienter i talværdi ikke er større end 2k. 
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(6) kan leses, om man kan tilfredsstille betingelsen 


(m +1) ғ 
k(n+m+1) (2) > kW” eller 


hvor W er en fast af n uafhængig positiv størrelse > T, medens 


у —2 


— 1 
9 ” 


m > 


П. Funktionerne P& og Q(x kan ikke begge være nul for alle 
veerdier af 7. 


Da maatte jo de ovenfor nævnte funktioner U, og U, her være identiske. 
Af (7) faaes 


Q Q (x) — Ра) = (z— о)" Ra) 


о Qa) — Po = (2-90 [2-0 В (0) + nRa] 
еПег 


Рә) 0 æ — Р Qw = @- 0)" [- Q (х-о)В„+ 0 (@-о) В, +пВ")] 
2 = (c-r [п0В„ + @— о) (QR, - ФР,)] 
Da F(x) er irreduktibel, faaes altsaa 
Ро Qe P'eQeo-rFüSeo  .... (9) 
hvor S(x) er en hel funktion, hvis grad ikke overstiger 


БЕ rn == Im (r — 2)(n = 1) 


EN audes mer Dn 


saa kan ikke S(x) være lig nul for alle værdier af x. 
Isaafald blev jo, naar PQ ikke var identisk lig nul: 


LEG, 
Dg 
> eller 
2 Pix) = dQ (x) 


һуог @ уаг en rational konstant. Ifølge (7) ВК man da 


(2-4) Qu = &- 6" Bla) 


8 АХКІ, ТНОЕ. M.-N. КІ. 


Q(x) blev saaledes delelig med F"(%), eller 
п + т = тп 


hvilket strider mod den stillede forudsætning om m. 


Er m<(r—1)n, kan mere specielt ingen af funktionerne P(@) og 0 (2) 
være nul for alle værdier af 2, da і modsat fald den anden af funktio- 


nerne ifølge (7) blev delelig med Р" (22), 
Lad graden af S(x) være betegnet med y. Vi har da 
yom lr mec EEE (11) 


Betegner nu p og q to vilkaarlig valgte hele tal, saa kan man ikke 


altid have 
da a а d^ "d MU > 
da PO) dx? 9 C) — "da? PG) daa QC) mi 
naar à er en hvilkensomhelst af vaerdierne 
(foo uoc NM Ру, yti 
og ligesaa б. 
Man ЁК jo isaafald af 
d? [Р Q' Р! 49 n—1 
ші 110000 P e Qi], — P RH [Pío Sw] _ a 0 


naar d var lig еп hvilkensomhelst af værdierne 


Fr (x) SG og altsaa ogsaa S(®) fik saaledes у + 1 lige rødder = 


Der findes altsaa і hvert fald to hele tal а og b mindre end y 9 
og altsaa mindre end (2m + 1) — (r — 2) (n— 1), saaledes at man i lignin- 
gerne: 


ОЗ Ж N MEL 


O das 99 q Pw = 3 (6 EG] 
d^ dè dè 
Y da Qc — da Pix) = do (x = о)" Ry, (ac)] 


faar, at 


PD OC IAS 
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Vi skal saa se lidt nærmere paa disse to forskjellige tilnærmelses- 


værdier, man faar for о, naar man her sætter y = = , hvor T егеп о 


nærmelsesværdi for о valgt uafhængig af det valgte- n. 
Vi ser for det første, at alle koefficienter і Q"&) og P"&) er delelige 
7 med 1.2.3.4 .... а, og at alle koefficienter-i Оа) Pla) ег delelige теа 
АЗА. 
Idet vi sætter 


1 de 


(7 и т ( ») == А ED n—a 
TA OG олла 


є 1 dè 


SS. b dæ? (6 о)" Rs (00)] = (x = 0)? Bi) 


hvor graden af A(x) og B(x) ikke overstiger m, gjælder det nu at finde 
graendser for talværdierne af A(x) og Bia). 
Idet d er er vilkaarligt af tallene a og b, faar vi 


d? då | 


1 
(ac) P(x) 
123-4 |: 127 575 


2 Cal 


E A 0 IRA ore 
A [oe HE ) 


£- 
E! AED monn (n= [9-2] DG ду Bin ео] — 
; la, ule « TU 


єї Eau о 
R? (æ) | 
n(n-1)....n-[d-n]+1) Ra% ECT 5 E | 
Turn p лазы en iris ДІ 
== oX% — Yg% ke (12) 


hvor X36) og Үз) betegner to hele funktioner af (n+m-6) grad i 


x og med hele koefficienter, hvoraf hver і talværdi er mindre end 


(m+n) (m+n — ern 1) or (nt ET" « 2" tr tt. (MKT 
I: 2. n 


Har (1) uendelig mange løsninger i hele tal p og 4, saa har F(%) en 
reel rod о. Vi kan gjerne, uden at almindeligheden svækkes, forudsætte, 


Віго гл 


IO AXEL THUE. M.-N. KI. 


Havde nemlig F() ingen saadan rod, saa var dette tilfælde med 


funktionen 2" F ES = Е, (а) eller med Б(- а) = F,(%), hvor F, og 


z 


F, ogsaa er hele funktioner af samme grad som Fe). 


Lad saa E og > veere to saadanne breker, at de tilfredsstiller (1) э: 


a FE) = с, roe (13) 


Vi sætter nu x == i (12) og faar da 


(14) ...... 0 Xo Ys E 
ES nih si Cpe iS oe К 
(p — qe) | й ee 
(n) Dy И RA (7) ПАСА А 
d (@—h) 155 ep 
R? (2) qn? 


eee E 
Disc dare | 
hvor Ху = q^*"-?X,(7) og Ya = qta À y; (2). 


Xy og Ху blir altsaa to hele tal. 
Da F(x) ikke har lige redder, faaes af (13) 


р — 40 = RR (15) 
р.— 9,0 = е Lore (16) 


hvor & og e, er to størrelser, som i talværdi ligger under en fast ved 
с og koefficienterne і F(x) bestemt graendse, der altsaa ikke varierer med 
valget af tallene p og q, pı og qı. 


Idet q er over en vis liden veerdi, blir 


Кж) 
Videre faaes . 


| Bi, (2) qn m (m—1)...(m—h+1) 
Жз Ер; r— “[›т— m—h— — 
er ee DI RER Kr She Sr | pr EK E puc do E 


NG Ne М АХ Y GN 


PUn X 


а A МУК 


й 


- 
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d BRE 


Her er 


m (m —1). Få 
n(m—1)....(m—h FN <(1+1)" = m 


Videre blir, naar p og q er saa store, at 


Р 
(2) <0+1 


pr —* + p®—§—-19 E... Gh = q™-h [1+ (2) +(2) ++ (2)" =" = 


4 
SODE. Чо AL a= h 
eller 


m (Q und 


Sen? 


< k [2rgr-1 . 2". (g + 2"] gm < kt gm 


hvor С er en af m og h uafhængig fast størrelse. 
Vi faar saaledes 


DE 1) (9 — 2)... (2 — 0 +1) 


1.3 3 q" n DE оаа 
m—h 
О Лу (n—[9—h] ELS ) 2 me ee Ол? 
DER 9-1) 19 A and 


1,01— 1) 7... (n—|[9 — A] +1) 
Lr e p NM (0 — A) 


< kim gm E M 


"mour—-D...n—99T D < kim m n 
de д з 


Ег som forudsat 
MK 
medens p og 9 tilfredsstiller (1) og betingelsen 
Ip-ge|«1 
saa faar vi ligningen 


oX3— Үз = (p- 4g Ck eo 


hvor C. er en størrelse, der i talværdi ligger under en fast af п og д 


uafhængig grændse. 
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Раа samme vis ser vi, at hvert af de hele positive eller negative tal 


Xs og Ўз i talværdi er mindre end 
gH (n +1) T^ k(o + 2j t$ qom 9 
eller mindre end et 
Ha mr А. 


hvor D, er en positiv størrelse, der ikke varierer med n, т og å. 
Af (17), (15) og (16) faaes 


n— (^m 1. ут 


q, qr an 
eller 
D? катів C" kg 
DX VE qi 4—2 ел 


hvor D, og C, i talveerdi er mindre end henholdsvis to faste positive 


sterrelser D og C. 
Det gjælder nu at afgjere, om N og M kan vælges slig, at samtidig 


«Ф'кдчіто-д 
ica < 3 
på (18) 
Gs kq, 
ger -1) (n— д)—т < I 


ved alle ikke negative hele værdier af 9 — у + 2. 
Isaafald blev jo 


|p, Ха -- 4, У | <1 


eller, da Ху og Үд er hele tal, faaes for begge værdier а og b af 3: 


eller 


hvilket jo er umuligt. 


Vi bemærker, at da 


d<dy+1=2m + 1—(r—2)(n— 1) 


SUN 


QUES 


NARA 


Å 
= 
А 
1 
£ 
4 
{ 
3 
2 
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saa er ulighederne (18) tilfredsstillet, om man kan tilfredsstille de nye 
uligheder 


З k д" +m 
9: 


с 


C^ kg, ; 
97—10 aoc tr 2) (n—1) —2m — 1) —m = 2 


saaledes at (r— 1) [n — )(r— 1)-- 2 23 > т. 


Кап ulighederne (19) tilfredsstilles, от тап for m overalt і (19) 
skriver: 


"emt ml 


ll) Eur DPA 


Е å 2 : Å : 
hvor 8 er et vilkaarligt tal > 4 — y Saa vil de ogsaa tilfredsstilles, om 


man i (19) for т sætter det største hele tal, som indeholdes i 


n-i n=l 
кессе 


Indsættes ovenstaaende værdi for т і (19), faaes ulighederne 


[mn (+7) +3] 


DAK 
: gre" as 
Men M (20) 
C" kq, 
— E 
EX (2- 9 ) 


Ved opgivet O faaes efter (8) en grændse for К. Betingelsen om, at 
m<(r—1)n, er fyldestgjort, naar 


PR JOE po 


Vi har nu 


— — — 1 
pora 22 1 [544] 


Vælger vi derfor 
n 
n—1,n—1 


o 


n 2 n : 
И re I i 
AM E emi Ri 


1+ 


(r — 2) 
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еПег 
Cm 0 
С ка ан 
k> W 2 9 
а EEN 


saa vil ogsaa (8) være tilfredsstillet, om man for m vælger det største hele 


tal, som indeholdes i 


m— [7 +5] 


Er nu @ en hvilkensomhelst nok saa stor opgiven sterrelse, saa maa 


2 
vi holde os til saadanne n, at — blir en brekdel af = 


Vi kan da tilfredsstille (8) ved at vælge 


(rcc 


hvor Z er en fast størrelse, der ikke varierer med п, naar n kommer 
over en vis mindre ved 0 bestemt værdi. 


Det gjælder nu blot at finde et saadant n, at samtidig 


r 1 
gr > ә p 78 Ars (5 1) +1] 


c Ps 


q 0 “2 Or ZnO q, 


Her maa altsaa 


ол. log q, + log2 C+ 0 log Z —n—1 1D log q, — log 2 D— 0 logZ —log q 
nære r 1 
ES Ө |1084—108 C-O10gZ D zl log q + 0 log Z + log D 


Er nu r > 2 kan man vælge et saa stort positivt 0, at 


r 1 

тъ 
none 
PET 


Men havde da (1) uendelig mange lesninger i hele tal, saa kunde man 
jo bestemme to saadanne (p, 4) og (p,, q,), at differentsen 


(r—1)log q, — log q — log 2D — O log Z log q, +log 2 C+ 0 log Z 
EE log q+ 9 log Z+log D = log q—1og C— 9 log Z 
2 


3 
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blev storre end 1, samtidig med at subtraktor blev storre end en vilkaarlig 
opgiven positiv størrelse. Men da laa der et helt tal п — 1 over en ор- 
given størrelse mellem de to grændser і (21). Da betingelserne i (18) 
saaledes blev tilfredsstillet, er herved vort theorem bevist. 


Nordstrand 2den januar 1908. 


Axel Thue. 


Ovenfor har vi altsaa bevist følgende theorem. 

Er 6 en vilkaarlig valgt positiv størrelse til ex. > 4, medens r > 2, 
saa kan man for hvert helt п over en vis grændse bestemme saadanne hele 
funktioner P, (7), Q,(%) og В, (7) af x, at 


о Qu) — P, (7) = (x — о)" +1 В, (а) 


hvor koefficienterne i P, og 0, er hele tal, samtidig med at graden af 
R, er lig det største hele tal, som findes i 


рені 


og saaledes, at hver koefficient і hver af de tre funktioner і talværdi er 


mindre end et 


Н” 


- hvor Н ег en positiv størrelse, der kun er bestemt ved 0 og koeffi- 


cienterne i F(a). 
Hvorledes vi ved dette theorem gjennem ovenstaaende raisonnement 
betydelig kan generalisere vor hovedsats og herigjennem faa grændsen for 


nævnerne i kjædebrøksudviklingen for o, skal vi vise i en ny afhandling. 


A. T. 


Trykt rate december 1908. 


